M1 ACC - Théorie de 'information
Controle continu — Corrigé

Notation Sur vos copies, chaque question est notée sur 1 point. La note finale (sur 26) est la partie
entiére supérieure de la somme de la moyenne pondérée de ces notes selon le baréme indiqué ci-dessous
et d’un bonus de rédaction (de 0, 0.5 ou 1 point).

Exercice 1 (Raisonnement élémentaire). (3 points)

1. (1.5 points) Montrer que

lim — =0.
n—+oo N

Solution Soit e > 0. Posons N = [1/e]| = 1/e. Alors pour tout n > N,
1 1 1
—|=—< <&
n n N

. (1.5 points) Montrer que la composée de deuz applications injectives est injective.

Solution Soient f: A — B etg: B — C deux applications injectives. Montrons que ’application
go f: A — C est injective. Soient x,y € A tels que (go f)(x) = (go f)(y). Cela signifie que
g(f(x)) = g(f(y)). Comme g est injective, on en déduit que f(x) = f(y). Enfin, comme f est
injective, x = y. O

Exercice 2 (Questions de cours). (6 points) Soit P = (2, p) un espace probabilisé fini. Soient X, Y
deux variables aléatoires sur P & valeurs dans un ensemble fini S. Soit C: S — {0,1}* un code binaire
sur S.

1. (1 point) Définir Uentropie du couple H(X,Y), et lentropie conditionnelle H(Y|X).

Solution
HX)Y) = =3 pxyla,y)log(px.y(z,y))
zeSyeS
HY|X) = =) Y pxy(zy)log(p(X =Y =y)).
zeSyeS

. (2 points) Enoncer et démontrer la formule qui lie H(X,Y) et H(Y|X).

Solution Montrons [’égalité :
H(X,)Y)=H(Y)+ HX|Y).

Pour tout x € S,

— 2V =) = pxy(z,y)
X =l =0 =T
Par conséquent,
HY[X) = =Y > pxy(y)log(px,y(z,y) — logs(py (y))]
zeSyes
= =) > pxy(@y)loga(pxy (z,9) + > (Z pxy(z, y)) log, (py (v))
yeS zeS yeS \z€S
=py (y)

= H(X,Y)—H(Y).
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3. (1 point) Définir le codage C* associé a C.

Solution Le codage C* est l'application :

A — {0,1}"
ap---an +— Clag) - Clay).

4. (1 point) Définir la longueur moyenne de C relativement o X et la comparer & Uentropie de X .

Solution La longueur moyenne de C relativement a X est le réel positif

(x(C) =) px(@)(C(x)).

zeS
D’aprés le premier théoréme de Shannon, £x(C) > H(X).

5. (1 point) Existe-t-il un code binaire C' uniquement décodable sur {1,2,...,10} tel que £(C(i)) = 3
pouri=1,...,6 et £(C(i)) =4 pouri=7,...,10 ?

Solution Comme 1 1
la suite (3,3,3,3,3,3,4,4,4,4) est la suite des longueurs d’un code de Shannon-Fano, qui est
uniquement décodable.

Exercice 3 (Codes de Huffman et Shannon-Fano). (6 points) Soit X une variable aléatoire & valeurs
dans A ={a,b,c,d,e} de loi px définie par le tableau suivant.

x a b c d e
px(x) | 1/9 1 1/9| 1/9| 1/8| 1/3

1. (1 point) Calculer Uentropie H(X) de X ; donner le résultat sous la forme a + blogy(3) avec
a,be Q.

Solution

=
=
I

— > px(z)logy(px(z))

z€A

1 1 1 1
_3§IOg2 § _2510g2 g

1 2
= 3 log,(9) + 3 log,(3)

4
g 10g2 (3)

O

2. (1 point) Eziste-t-il un code binaire uniquement décodable sur A dont la longueur moyenne rela-
tivement a X est H(X) ¢
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Solution Comme les px(x),x € A ne sont pas tous des puissances entiéres de 1/2, il n’y a
pas de code binaire uniquement décodable sur A dont la longueur moyenne relativement ¢ X est
H(X). O

3. (1.5 points) Construire un code de Huffman C associé a X.

Solution L’algorithme vu en cours produit l’arbre de Huffman suivant :

N
/\,
/\
/\

Cela correspond au code:

C(x) | 0010 | 0011 | 001 | 01 | 1

4. (1.5 points) Construire un code de Shannon-Fano SF associé a X.

Solution Rappelons que pour tout © € A, la longueur de SF(z) est [—log,(px(x))].

r |lal|lblc|d]|e

(SF(x) [ 4| 414]2]2

Les sommes consécutives des 2171982PX @1 dans Uordre décroissant, et leurs écritures binaires,

sont :
0, 1/4 = 0.01, 1/2 = m, 9/16 = 0.1001, 10/16 = 0.101.

Le code obtenu, en choisissant lordre d, e, a,b, c, est le suivant :

T a b c d e
SF(x) | 1000 | 1001 | 1010 | 00 | 01

5. (1 point) Est-ce que SF est optimal ?
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Solution La longueur moyenne de SF est

1 1 28
F)=3-4--+2-2.-=—.
Lx(SF)=3 9 + 3 9
La longueur moyenne de C' est

1 1 1 1 20
—9.4.- L2149, 2412 =22
Ix(C) 9+3 9+ 3+ 3 9

Par conséquent, {x(SF) > €x(C), et SF n’est pas optimal. O

Exercice 4 (Codes suffixes). (10 points) Soit A un alphabet. On dit qu’un mot x € {0,1}* est un
suffize d’un mot y € {0,1}* s’il existe z € {0,1}* tel que y = z||z. On dit qu’un code binaire C sur A
est suffize si pour tous a #b € A, le mot C(a) n’est pas un suffize de C(b).

1. (1 point) Dans cette question uniquement, A = {a,b,c}. Donner un exemple de code préfize sur
A qui n’est pas suffize, et un exemple d’un code suffize sur A qui n’est pas préfize.

Solution Le code (0,10,110) est préfize et pas suffize. Le code (0,01,011 est suffize et pas
préfize. O

2. (2 points) Montrer qu’un code régulier de longueur fize sur A est a la fois préfize et suffize.

Solution Soit C: A — {0,1}* un tel code. Soient x,y € C. Si C(x) est un préfize ou un
suffize de C(y), alors comme £(C(z)) = £(C(y)), on a C(x) = C(y), ce qui contredit la régularité
du code. Par conséquent, C est a la foix préfizve et suffize.

3. (2 points) Pour tout alphabet B, on définit l'application :

B* — B*
wp:
ag - Qn — Ay * Qg

Que vaut wow ? Montrer que pour tous by, ..., by, € B, w(bi|| - ||bm) = w(bw)|| -+ |w(b1). O
Solution L’application w o w est lidentité. Soient by, ..., by, € B*. Pour touti € {1,...,m},
écrivons by = b; 1 -+ - b r,, avec b; j € B pour tout j € {1,...,m}. Alors

w(br] - bom) =

w(bLl by by bm,rm)
bunry, = bt - D1gy D11

= wbn)] - w(by).
O

4. (1.5 points) Soit C' un code binaire sur A. Montrer que C est préfize si et seulement si wo C' est

suffize.

Solution Supposons C' préfize et montrons que wo C est suffive. Soient z,y € A etb e {0,1}*
tels que w(C(y)) = b||lw(C(x)). Alors C(y) = C(z)||w(b). Comme C est préfize, on en déduit que
x =vy. Réciproguement, supposons woC suffize et montrons que C est préfize. Soient x,y € A et
b e {0,1}* tels que C(y) = C(x)||b. Alors w(C(y)) = w(b)||w(C(z)) et comme wo C est suffize,

on en déduit que T = y.

5. (1 point) Montrer que pour tout code binaire C' sur A, C* = wyo 1y © (wyp1}3 0 C)* owa. O
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Solution Soita=aq---a, € A*. Alors

W{o,1} © (w{o,l} oC) owala) = W{o,1} © (w{o,l} © C)*(an ---ag)
= wio,1} (wi0,13(Clan)) - w013 (Clap)))
= C(ao)--~C’(an)
= C*(a).

6. (1 point) Montrer que tout code suffize sur A est uniquement décodable.

Solution Le code woC' est préfize, donc uniquement décodable. D’apres la question précédente,
C™* est donc une composée d’applications injectives : elle est elle-méme injective. ]

7. (1 point) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans A. Existe-t-il un code suffize optimal pour
X ?

Solution Oui : si C désigne un code de Huffman pour X, alors wo C est suffize et de méme
longueur moyenne que C. Il est donc optimal. O
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