Théorie de I'information — TD4 — Corrigé

Exercice 4 (Canal en Z). On considére le canal binaire en Z de paramétre X, défini par le diagramme
suivant.

11
Notons X la variable d’entrée et Y une variable de sortie associée & X. On note h: t — —tlogy(t) —
(1 —t)logy(1 —t) la fonction d’entropie binaire.

1. Donner la matrice de transmission du canal.

Solution La matrice de transmission de ce canal est :

1-X2 0
A1
2. Calculer HY|X).

Solution Notons o = p(X = 0). Alors
HYX)=aHY|X=0+(1-a)HY|X=1)
= ah(A).

3. Calculer H(YY) et I(X;Y).

Solution La loi de Y est donnée par p(Y =0) = (1 —MNa et p(Y =1) = ar+ (1 —a). Par
conséquent,

et

4. Calculer la capacité du canal.

Solution Définissons fr:10,1[— R par la formule fr(a) = h((1 — A)a) — ah(N). On cherche
a exprimer suPg<,<1 fa(a) en fonction de \.

Remarquons que limg fy = limy f) = 0, et que sur [2(%)\), 1], la fonction fy est décroissante car

somme de deux fonctions décroissantes. Un calcul rapide montre que pour tout x €]0, 1],
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Notons ag(A) cette valeur. La fonction fy est donc croissante sur |0, ao(N)] et décroissante sur

[ao(N), 1[. Par conséquent, la capacité du canal en Z de parametre \ vaut

Ialao(A) = h((1 = Xao(A) — ao(A)h(A).

Exercice 5 (Concaténation de canaux). On considére deux canauz Cy = (A, S,I1;) et Cy = (S, B, I1,).

Soit C' le canal obtenu en concaténant les deux : la sortie de Cy est l'entrée de Cs.

1. Donner la matrice de transmission de C.

Solution Notons X une variable aléatoire & valeurs dans A, Y la variable de sortie pour Cq
associée a X, et Z la variable de sortie pour Ca associée & la variable d’entrée Y. Un point
essentiel & remarquer pour l’ensemble de lexercice est que (X,Y,Z) est une chaine de Markov :

pour tout (x,s,2) € AX S X B,
p(Z=zX=2Y =s)=p(Z =z2]Y = s).

Pour tout (x,z) € Ax B,

p(Z=zX=12)= Zp(Z =zY =sX=1x) (formule des probabilités totales)

ses

= Zp(Z =zl X =2,V =s)p(Y =s|X =x)
ses

= Zp(Z =zlY =s)p(Y =s|X =1x)
ses

= Z[Hl]m,s[HQ]s,z-
ses

Ceci étant le terme en position (x,z) de la matrice de transmission II de C, on vient de prouver

que 1T = TI;115.

2. Si C1,Cy sont des canauzx binaires symétriques de parameétres \1, Ao, est-ce que C' est encore un

canal binaire symétrique ? Et si on concaténait n canauz binaires symétriques ?

Solution La matrice de transmission de C est alors la matrice :

qo (1M M 1—X Ay
AU Y A U Y R Y

. <(1—)\1)(1—)\2)+>\1)\2 )\2(1—)\1)+)\1(1—)\2))
o )\2(1—)\1)+)\1(1—)\2> (1—)\1)(1—)\2)+)\1>\2
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Cette matrice est celle du canal binaire symétrique de parameétre (1 — A1)(1 — X2) + A\ Ae. Par
conséquent, C' est un canal binaire symétrique.

Montrons par récurrence surn = 1 que si Cq,...,Cy, sont des canauzx binaires symétriques, alors
le canal C" obtenu en les concaténant est encore un canal binaire symétrique. Supposons que
Uaffirmation soit vraie pour la concaténation de n — 1 canauz. Le canal C™ obtenu en concaté-
nant C1,...,Cy est la concaténation de C"=Y) auvec C,. Par hypothése de récurrence, C("~1)
est un canal binaire symétrique. Comme la concaténation de deux canauz binaires symétriques
est un canal binaire symétrique, C"™) en est encore un.

. Montrer que Cap(C) < min(Cap(C}), Cap(Cs)).

Solution [l suffit de montrer que pour tout triplet de variables (X,Y,Z) formant une chaine
de Markowv,
I(X;72) < min(I(X;Y),I(Y; Z)).

C’est un résultat appelé inégalité du traitement de données. Démontrons d’abord que
I(X;2)< 1I(Y; Z).

I(X;2)-I(Y;2) = HX)+ H(Z) - H(X, Z) = (H(Y) + H(Z) - H(Y, Z))
=H(X)-H(Y)-H(X,Z)+ H(Y,Z)
= H(Z]Y) - H(Z|X)
=H(Z|X,Y)—-H(Z|X) ((X,Y,Z) est une chaine de Markov)
<0. (conditionner réduit I’entropie)

Comme (Z,Y,X) est encore une chatne de Markov, Uinégalité I(X;7Z) < I(Y;Z) se démontre
exactement de la méme fagcon.
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